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О равностепенной непрерывности семейств отображений, фиксирующих
точку области
Про одностайну неперервнiсть сiмей вiдображень, що мають фiксовану
точку областi
On equicontinuity of families of mappings with a fixed point of a domain
Изучено поведение одного класса отображений области евклидова пространства.
Установлено, что указанный класс равностепенно непрерывен как во внутренних, так и
в граничных точках области, если входящие в него отображения удовлетворяют обще-
му условию нормировки, а соответствующая характеристика квазиконформности имеет
слабый рост.
Дослiджено поведiнку одного класу вiдображень областi евклiдового простору. Вста-
новлено, що вказаний клас є одностайно неперервним як у внутрiшнiх, так i у межових
точках областi, якщо вiдображення, якi входять до нього, задовольняють загальну умо-
ву нормування, а вiдповiдна характеристика квазiконформностi має слабке зростання.
The behavior of a class of mappings of a domain of Euclidean space is studied. It is
established that the indicated class is equicontinuous both at the inner and at the boundary
points of the domain if the mappings contained in it satisfy the general normalization
condition, and the corresponding characteristic of quasiconformality has a weak growth.
21. Вступ. Дану статтю присвячено вивченню вiдображень з обмеженим i скiнченним
спотворенням (див., напр., [1], [2]). Зокрема, в данiй замiтцi ми продовжуємо i дещо
доповнюємо дослiдження, проведенi в [3].
Нещодавно ми дослiдили питання щодо локальної i глобальної поведiнки вiдобра-
жень областей, коли їх вiдповiднi образи є змiнними ([3]). При цьому, один важливий
випадок не було враховано, а саме, не розглянуто ситуацiю, коли вiдображення мають
загальну фiксовану точку. В данiй замiтцi ми покажемо, що вiдповiднi сiм’ї вiдображень
одностайно неперервнi всерединi i на межi заданої областi за вказаної умови нормуван-
ня.
Тут i надалi
A(x0, r1, r2) := {x ∈ R
n : r1 < |x− x0| < r2} , (1)
крiм того, Mp(Γ) позначає p-модуль сiм’ї кривих Γ (див. [4]). Нехай p > 1 i Q : R
n →
[0,∞] – вимiрна за Лебегом функцiя, що дорiвнює нулю зовнi D. Згiдно з [1, розд. 7.6],
будемо говорити, що f : D → Rn – кiльцеве Q-вiдображення в точцi x0 ∈ D вiдносно p-
модуля, x0 6= ∞, якщо при деяких r0 = r(x0) > 0, довiльних 0 < r1 < r2 < r0 i довiльних
континуумах E1 ⊂ B(x0, r1)∩D, E2 ⊂
(
Rn \B(x0, r2)
)
∩D, виконується спiввiдношення
Mp (f (Γ (E1, E2, D))) 6
∫
A
Q(x) · ηp(|x− x0|) dm(x) , (2)
де η : (r1, r2) → [0,∞] – довiльна вимiрна за Лебегом функцiя, що задовольняє нерiв-
нiсть
r2∫
r1
η(r) dr > 1 . (3)
Вiдображення f : D → Rn називається кiльцевим Q-вiдображенням в D \ {∞} вiдносно
p-модуля, якщо (2) виконується для всiх x0 ∈ D \ {∞}. Дане означення також можна
застосувати до точки x0 ∈ D \ {∞} за допомогою iнверсiї ϕ(x) =
x
|x|2
, ∞ 7→ 0. У подаль-
шому h(x, y) позначає хордальну вiдстань мiж точками x, y ∈ Rn, а h(E) – хордальний
дiаметр множини E ⊂ Rn (див. [1, розд. 1]).
Нехай I – фiксований набiр iндексiв iDi, i ∈ I, – деяка послiдовнiсть областей. Згiдно
з [5, розд. 2.4], будемо говорити, що сiм’я областей {Di}i∈I є одностайно рiвномiрною
вiдносно p-модуля, якщо для кожного r > 0 iснує число δ > 0 таке, що нерiвнiсть
Mp(Γ(F
∗, F,Di)) > δ (4)
виконується для всiх i ∈ I i довiльних континуумiв F, F ∗ ⊂ Di таких, що h(F ) > r i
h(F ∗) > r.
Для p > 1, заданого числа δ > 0, областiD ⊂ Rn, n > 2, точки a ∈ D i заданої функцiї
Q : D → [0,∞] позначимо через FQ,a,p,δ(D) сiм’ю всiх кiльцевих Q-гомеоморфiзмiв
f : D → Rn в D вiдносно p-модуля, якi задовольняють умови h(f(a), ∂f(D)) > δ i
h(Rn \ f(D)) > δ. Покладемо
qx0(r) :=
1
ωn−1rn−1
∫
|x−x0|=r
Q(x) dS ,
3де dS – елемент площi поверхнi S, i
q ′b(r) :=
1
ωn−1rn−1
∫
|x−b|=r
Q ′(x) dS ,
Q ′(x) = max{Q(x), 1}. Має мiсце наступне твердження.
Теорема 1. Припустимо, p ∈ (n − 1, n], область D є локально зв’язною в кожнiй
точцi x0 ∈ ∂D i областi D
′
f = f(D) є одностайно рiвномiрними вiдносно p-модуля по
всiх FQ,a,p,δ(D). Якщо функцiя Q має скiнченне середнє коливання в D, або в кожнiй
точцi x0 ∈ D при деякому β(x0) > 0 виконується умова
β(x0)∫
0
dt
t
n−1
p−1 q
′ 1
p−1
x0 (t)
=∞ , (5)
то кожне вiдображення f ∈ FQ,a,p,δ(D) має неперервне продовження в D i, крiм того,
сiм’я FQ,a,p,δ(D), що складається з продовжених таким чином вiдображень f : D → Rn,
є одностайно неперервною в D.
Як i в [3], ми розглянемо також випадок складних меж, що вiдноситься до ситуацiї
простих кiнцiв (див. [3, теореми 3, 4]). Означення регулярних областей та областей з ло-
кально квазiконформною межею можна знайти, напр., в [6], або вказанiй публiкацiї [3].
Означення простого кiнця, яке тут вживається, та замикання DP областi D в термiнах
простих кiнцiв також можна знайти в роботi [6]. Справедливе наступне твердження.
Теорема 2. Нехай p ∈ (n − 1, n], область D регулярна, а областi D ′f = f(D) є
обмеженими одностайно рiвномiрними вiдносно p-модуля по всiх f ∈ FQ,a,p,δ(D), крiм
того, цi областi мають локально квазiконформну межу. Якщо функцiя Q має скiнченне
середнє коливання в D, або в кожнiй точцi x0 ∈ D при деякому β(x0) > 0 виконується
умова (5), то кожне f ∈ FQ,a,p,δ(D) має неперервне продовження f : DP → Rn в DP i,
крiм того, сiм’я FQ,a,p,δ(D) усiх продовжених вiдображень f : DP → Rn є одностайно
неперервною в DP .
Зауваження 1. В теоремi 2 одностайну неперервнiсть слiд розумiти в сенсi вiдобра-
жень, що дiють мiж просторами (X, d) i (X ′, d ′) , де X = DP – поповнення областi D
її простими кiнцями, а d – одна з можливих метрик, що вiдповiдають топологiчному
простору DP ([6]). Крiм того, X
′ = Rn i d ′ – хордальна (сферична) метрика.
2. Основнi леми. Наступна лема мiстить в собi твердження теореми 1 в найбiльш
загальнiй ситуацiї вiдносно функцiї Q.
Лема 1. Припустимо, p ∈ (n− 1, n], область D є локально зв’язною в точцi x0 ∈ ∂D
i областi D ′f = f(D) є одностайно рiвномiрними вiдносно p-модуля по всiх FQ,a,p,δ(D).
Припустимо, що знайдеться ε0 = ε0(x0) > 0 та вимiрна за Лебегом функцiя ψ : (0, ε0)→
[0,∞] така, що
I(ε, ε0) :=
ε0∫
ε
ψ(t) dt <∞ ∀ ε ∈ (0, ε0) , I(ε, ε0) →∞ при ε→ 0 , (6)
4i, крiм того, ∫
A(x0,ε,ε0)
Q(x) · ψ p(|x− x0|) dm(x) = o(I
p(ε, ε0)) , (7)
при ε→ 0 (де A(x0, ε, ε0) визначена в (1)).
Тодi кожне вiдображення f ∈ FQ,a,p,δ(D) має неперервне продовження в точку x0 i,
крiм того, сiм’я FQ,a,p,δ(D∪{x0}), що складається з продовжених таким чином вiдобра-
жень f : D ∪ {x0} → Rn, є одностайно неперервною в D ∪ {x0}.
Доведення. Одностайна неперервнiсть сiм’ї FQ,a,p,δ(D ∪ {x0}) всерединi областi D, а
також наявнiсть неперервного продовження кожного f ∈ FQ,a,p,δ(D ∪ {x0}) випливають
аналогiчно до мiркувань, наведених на початку доведення [3, лема 1].
Залишилось довести одностайну неперервнiсть FQ,a,p,δ(D∪{x0}) в точцi x0. Доведемо
це вiд супротивного. Припустимо, що сiм’я вiдображень FQ,a,p,δ(D∪{x0}) не є одностайно
неперервною в точцi x0. Тодi iснує ε∗ > 0 з наступною умовою: знайдеться послiдовнiсть
xm ∈ D, xm → x0 при m→∞, i fm ∈ FQ,a,p,δ(D) такi, що
h(fm(x0), fm(xm)) > ε∗. (8)
Оскiльки fm мають неперервне продовження в точку x0, з урахуванням (8) випливає
iснування послiдовностi x ′m ∈ D, x
′
m → x0 при m→∞, такої, що
h(fm(x
′
m), fm(xm)) > ε∗/2. (9)
Оскiльки D є локально зв’язною на своїй межi, то ми можемо вважати, що точки xm i
x′m належать околу Vm точки x0 такому, що Wm := Vm ∩D зв’язна i Wm ⊂ B(x0, 2
−m).
З’єднаємо точки xm i x
′
m кривою γm ⊂Wm ⊂ B(x0, 2
−m).
Застосуємо тепер наступну конструкцiю. Якщо ∂D мiстить принаймнi одну скiн-
ченну точку, крiм x0, позначимо її символом y0. В протилежному випадку, покладемо
y0 := ∞. Оскiльки область D є локально зв’язною в усiх точках межi, точку a можна
з’єднати кривою з точкою y0, яка цiлком належить D, крiм своєї кiнцевої точки y0;
див. з цього приводу [1, пропозицiя 13.2]. Останню криву позначимо через E. Без обме-
ження загальностi, можна вважати, що E ⊂ D \ B(x0, ε0), де ε0 – число з умови леми.
Зауважимо, що C(y0, fm) ⊂ ∂fm(D), див., напр., [1, пропозицiя 13.5]. Доведемо тепер
iснування точки am ∈ E, такої що
h(fm(a), fm(am)) > (1/2) · h(fm(a), ∂fm(D)) > δ/2 . (10)
Дiйсно, зафiксуємо m = 1, 2, . . . . Нехай zk ∈ E, k = 1, 2 . . . – довiльна послiдовнiсть, для
якої zk → y0 при k → ∞. Оскiльки простiр Rn є компактним, то можна вважати, що
послiдовнiсть fm(zk) також збiгається до деякої точки y
′
0 по хордальнiй метрицi при k →
∞. Оскiльки при гомеоморфiзмах C(y0, fm) ⊂ ∂fm(D) (див., напр., [1, пропозицiя 13.5]),
то y ′0 ∈ ∂fm(D). Оскiльки fm(zk) → y
′
0 при k →∞, то для числа δ/2 знайдеться k0 ∈ N
такий, що
h(fm(zk), y
′
0) < δ/2 (11)
5при всiх k > k0. Покладемо am := zk0 . Тодi, за нерiвнiстю трикутника, спiввiдношен-
ня (11), а також за означенням класу вiдображень FQ,a,p,δ(D), маємо:
δ 6 h(fm(a), ∂fm(D)) 6
6 h(fm(a), y
′
0) 6 h(fm(a), fm(am)) + h(fm(am), y
′
0) 6 (12)
6 h(fm(a), fm(am)) + δ/2 ,
або, переносячи δ/2 в лiву частину (12),
δ/2 6 h(fm(a), ∂fm(D)) 6 h(fm(a), fm(am)) .
Останнє спiввiдношення доводить (10).
Замкнену пiдкриву кривої E, що з’єднує точки a0 i a в D, позначимо через Fm (див.
малюнок 1). Нехай r0 ∈ (0, ε0) є таким, що I(r, ε0) > 0 при 0 < r < r0 (це можливо з
x0
D
a
am
Fm
xm
xm
f (D)m
fm( )m
m fm( )Fm
fm
y0
Рис. 1: До доведення леми 1
огляду на умову I(ε, ε0) → ∞ при ε → 0). Нехай також m0 ∈ N є таким, що 2
−m < r0
при m > m0. Тодi для цих самих m розглянемо сiм’ю вимiрних функцiй
ηm(t) =
{
ψ(t)/I(2−m, ε0), t ∈ (2
−m, ε0),
0, t 6∈ (2−m, ε0) .
Зауважимо, що функцiї ηm задовольняють спiввiдношення (3) при r1 = 2
−m i r2 = ε0,
вiдповiдно. В такому випадку, за спiввiдношенням (2) при m→∞
Mp(fm(Γ(|γm|, Fm, D))) =
=Mp(Γ(fm(|γm|), fm(Fm), fm(D))) 6 α(2
−m) → 0 , (13)
де α(r) – деяка функцiя, що прямує до нуля при r → 0 i iснування якої обумовлено
спiввiдношенням (7).
6Проте, оскiльки сiм’я областей fm(D) є одностайно рiвномiрною вiдносно p-модуля,
то враховуючи спiввiдношення (10), маємо:
Mp(Γ(fm(|γm|), fm(Fm), fm(D))) > δ∗ > 0 (14)
за певного δ∗ > 0. Спiввiдношення (13) i (14) суперечать одне одному, що i доводить
лему. ✷
Твердження теореми 1 безпосередньо випливає з леми 1 i [7, пропозицiя 2, деталi
доведення теореми 2]. ✷
Сформулюємо i доведемо також лему про аналогiчнi класи вiдображень для випадку,
коли область D має межу бiльш складної структури.
Лема 2. Нехай p ∈ (n − 1, n], область D регулярна, а областi D ′f = f(D) є об-
меженими одностайно рiвномiрними вiдносно p-модуля по всiх f ∈ FQ,a,p,δ(D), крiм
того, цi областi мають локально квазiконформну межу. Припустимо, що знайдеться
ε0 = ε0(x0) > 0 та вимiрна за Лебегом функцiя ψ : (0, ε0) → [0,∞] така, що виконують-
ся умови (6)–(7).
Тодi кожне f ∈ FQ,a,p,δ(D) має неперервне продовження f : DP → Rn в DP i, крiм
того, сiм’я FQ,a,p,δ(D) усiх продовжених вiдображень f : DP → Rn є одностайно непере-
рвною в DP .
Доведення. Одностайна неперервнiсть сiм’ї FQ,a,p,δ(D) всерединi областi D, а також
наявнiсть неперервного продовження кожного f ∈ FQ,a,p,δ(D) випливають аналогiчно
до мiркувань, наведених на початку доведення [3, лема 1].
Доведемо одностайну неперервнiсть FQ,a,p,δ(D) в ED := DP \ D. Припустимо про-
тилежне, а саме, що iснують ε∗ > 0, P0 ∈ ED, послiдовнiсть xm ∈ DP , xm → P0 при
m→∞, i вiдображення fm ∈ FQ,a,p,δ(D) такi, що
h(fm(xm), fm(P0)) > ε∗ , m = 1, 2, . . . . (15)
Враховуючи (15) i мiркуючи так, як i при доведеннi попередньої леми 1, ми можемо
вважати, що xm ∈ D, крiм того, iснує ще одна послiдовнiсть x
′
m ∈ DP , x
′
m → P0 при
m→∞, така, що
h(fm(xm), fm(x
′
m)) > ε∗/2 , m = 1, 2, . . . . (16)
Нехай dm – послiдовнiсть областей розрiзiв σm, що вiдповiдає кiнцю P0 така, що σm ⊂
S(x0, rm), x0 ∈ ∂D i rm → 0 при m → ∞ (див. [6, лема 2]). Без обмеження загальностi,
можна вважати, що xm, x
′
m ∈ dm. Нехай тодi γm – крива, що з’єднує точки xm i x
′
m
всерединi dm.
Оскiльки область D регулярна, простiр DP мiстить не менше двох простих кiнцiв
P1 i P2 ∈ ED. Нехай P1 ⊂ ED – простий кiнець, що не спiвпадає з P0. Припустимо,
Gm, m = 1, 2, . . . , – послiдовнiсть областей, яка вiдповiдає простому кiнцю P1. Оскiльки
при кожному m = 1, 2, . . . вiдображення fm має неперервне продовження на DP , можна
пiдiбрати послiдовнiсть ζm ∈ Gm, ζm → P1 приm→∞, такою, що h(fm(ζm), fm(P1)) → 0
при m→∞. Зауважимо, що при всiх m > m0 i деякому m0 ∈ N
h(fm(a), fm(ζm)) > h(fm(a), fm(P1))− h(fm(ζm), fm(P1)) > δ/2 , (17)
7де, як звично, h(x, y) позначає хордальну вiдстань мiж x i y. Побудуємо послiдовнiсть
континуумiв Km, m = 1, 2, . . . , наступним чином. З’єднаємо точки ζ1 i a довiльною кри-
вою в D, котру позначимо K1. Далi, з’єднаємо точки ζ2 i ζ1 кривою K
′
1, в G1. Поєднавши
кривi K1 i K
′
1, отримаємо криву K2, що з’єднує точки a i ζ2. I так далi. Нехай на деякому
кроцi маємо криву Km, що з’єднує точки ζm i a. З’єднаємо точки ζm+1 i ζm кривою K
′
m,
яка лежить в Gm. Поєднавши мiж собою кривi Km i K
′
m, отримаємо криву Km+1. I так
далi (див. малюнок 2).
xm
xm
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D
P0
a
G1
G2
Gm
1
2
m
Km
m
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f (D)m
fm( )m
fm( )Fm
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Рис. 2: До доведення леми 2
Покажемо, що знайдеться номер m1 ∈ N, такий що
dm ∩Km = ∅ ∀ m > m1 . (18)
Припустимо, що (18) не виконується, тодi знайдеться зростаюча послiдовнiсть номерiвmk →
∞, k →∞, i точок ξk ∈ Kmk ∩ dmk , m = 1, 2, . . . , . Тодi ξk → P0 при k →∞.
Зауважимо, що можливi два випадки: або всi елементи ξk при k = 1, 2, . . . належать
D \G1, або знайдеться номер k1 такий, що ξk1 ∈ G1. Далi, розглянемо послiдовнiсть ξk,
k > k1. Зауважимо, що можливi два випадки: або ξk при k > k1 належать D \ G2, або
знайдеться k2 > k1 такий, що ξk2 ∈ G2. I так далi. Припустимо, що елемент ξkl−1 ∈ Gl−1
вже побудований. Зауважимо, що можливi два випадки: або ξk належать D \ Gl при
k > kl−1, або знайдеться номер kl > kl−1 такий, що ξkl ∈ Gl. I т.д. Ця процедура може
бути як скiнченною, так i нескiнченною, в зв’язку з чим маємо двi можливi ситуацiї:
1) або знайдуться номери n0 ∈ N i l0 ∈ N такi, що ξk ∈ D \Gn0 при всiх k > l0;
2) або для кожного l ∈ N знайдеться елемент ξkl такий, що ξkl ∈ Gl, причому послi-
довнiсть kl є зростаючою по l ∈ N.
Розглянемо кожен з цих випадкiв окремо i покажемо, що в обох з них ми приходимо
до суперечностi. Нехай має мiсце ситуацiя 1), тодi зауважимо, що всi елементи послi-
довностi ξk належать Kn0, звiдки випливає iснування пiдпослiдовностi ξkr , r = 1, 2, . . . ,
збiжної при r → ∞ до деякої точки ξ0 ∈ D. Проте, ξk ∈ dmk i, отже, ξ0 ∈
∞⋂
m=1
dm ⊂ ∂D
8(див. [6, пропозицiя 1]). Отримана суперечнiсть вказує на неможливiсть випадку 1).
Нехай має мiсце випадок 2), тодi одночасно ξk → P0 i ξk → P1 при k → ∞. Оскiльки
простiр DP є метричним (див. [6, зауваження 3], то звiдси, за нерiвнiстю трикутника,
випливає, що P1 = P0, що суперечить обранню P1. Отримана суперечнiсть вказує на
справедливiсть спiввiдношення (18).
Покладемо тепер ε˜0 = min{ε0, rm1+1}, i нехайM0 – натуральне число, таке що rm < ε˜0
при всiх m > M0. Розглянемо сiм’ю вимiрних функцiй
ηm(t) =
{
ψ(t)/I(rm, ε˜0), t ∈ (rm, ε˜0),
0, t 6∈ (rm, ε˜0) ,
де, як i ранiше, I(a, b) визначена спiввiдношенням I(a, b) =
b∫
a
ψ(t) dt. Зауважимо, що
функцiя ηm при кожному фiксованому m > M0 задовольняє спiввiдношення (3) (r1 :=
rm i r2 := ε˜0). За спiввiдношенням (18) та за означенням розрiзiв σm ⊂ S(x0, rm), маємо:
Γ (|γm|, Km, D) > Γ(S(x0, rm), S(x0, ε˜0), D) .
Отже,
fm(Γ (|γm|, Km, D)) > fm(Γ(S(x0, rm), S(x0, ε˜0), D)) ,
звiдки, за означенням класу FQ,a,p,δ(D), з урахуванням спiввiдношень (6)–(7), будемо
мати, що
Mp(fm(Γ(|γm|, Km, D))) 6Mp(fm(Γ(S(x0, rm), S(x0, ε˜0), D)) 6 α(rm) , m >M0 , (19)
де α(rm) → 0, m → ∞, – деяка функцiя, iснування якої зумовлено спiввiдношен-
ням (7). Спiввiдношення (19) суперечить одностайнiй рiвномiрностi послiдовностi об-
ластей D ′m := fm(D). Дiйсно, h(fm(Km)) > δ/2 згiдно з (17), а h(fm(|γm|)) > ε∗/2 за
спiввiдношенням (16). Отже, оскiльки послiдовнiсть областей D ′m := fm(D) є рiвномiр-
ною, для деякого δ∗ > 0 i всiх m = 1, 2, . . . , маємо:
Mp(fm(Γ(|γm|, Km, D))) =Mp(Γ(fm(|γm|), fm(Km), fm(D))) > δ∗ > 0 ,
що суперечить спiввiдношенню (19). Отримана суперечнiсть вказує на невiрнiсть при-
пущення в (15). Лема доведена. ✷
Твердження теореми 2 безпосередньо випливає з леми 2 i [7, пропозицiя 2, деталi
доведення теореми 2] (див. також [8, лема 2.3.1]). ✷
Зауваження 2. В жодному з результатiв роботи (теореми 1, 2; леми 1, 2) не можна
позбутися умови, що вiдповiдна сiм’я вiдображень FQ,a,p,δ(D) складається з гомеомор-
фiзмiв. Це, зокрема, пiдтверджується прикладом аналiтичних функцiй fn(z) = z
n, n =
1, 2, . . . , що вiдображають одиничний круг на себе (Q(z) ≡ 1, D = D = {z ∈ C : |z| < 1}).
Вiдображення fn фiксують точку z0 = 0, в той самий час, сiм’я {fn}
∞
n=1 не є одностайно
неперервною на одиничному колi, що можна перевiрити шляхом прямих обчислень.
У випадку, коли вiдображена область є фiксованою областю квазiекстремальної до-
вжини, теорема 1 встановлена в [9, твердження 1 ′], а теорему 2 – для деякого пiдкласу
вiдображень, що розглядаються в данiй статтi, в [7, теорема 4].
9Приклад 1. Розглянемо наступну сiм’ю вiдображень:
fn(z) =
{
z/(2 − 2−(n−1)), |z| < 1− 2−n,
z(1 − an(1− |z|)), |z| > 1− 2
−n ,
n = 1, 2, . . . .
де an = (2
n−1 − 1)/(1 − 2−n). Зауважимо, що при кожному фiксованому n = 1, 2 . . .
вiдображення f 1n(z) := z/[2 − 2
−(n−1)] є конформним, тому його внутрiшня дилатацiя
KI(z, f
1
n) дорiвнює 1. (Означення внутрiшньої дилатацiї KI(x, f) вiдображення f у точцi
x, а також радiальної i тангенсальної дилатацiй δr(x) i δτ (x) можна знайти, наприклад,
у [1, спiввiдношення (2.30), деталi доведення пропозицiї 6.3]). Крiм того, використовую-
чи пiдхiд i позначення, застосованi при розгляданнi пропозицiї 6.3 в [1], для вiдображень
f 2n(z) = z[1 − an(1− |z|)] при 1 > |z| > 1− 2
−n маємо:
δτ (z) =
|f 2n(z)|
|z|
= 1− an + an|z|,
δr(z) =
∣∣∣∣∂|f 2n(z)|∂|z|
∣∣∣∣ = 1− an + 2an|z| .
Звiдси δr(z) > δτ (z), отже,
KI(f
2
n, z) =
δn−1τ δr
δnτ
=
(1− an + an|z|)
n−1(1− an + 2an|z|)
(1− an + an|z|)n
=
=
1− an + 2an|z|
1− an + an|z|
= 1 +
an|z|
1− an + an|z|
6 (20)
6 1 +
an
1− an + an(1− 2−n)
= 1 + (2n−1 − 1)/2 .
Слiд зауважити, що оцiнка (20) є точною i досягається в точках кола S(0, 1−2−n). З (20)
випливає, що при кожному фiксованому n ∈ N внутрiшня дилатацiя вiдображення f 2n є
обмеженою деякою сталою cn := 1+(2
n−1−1)/2, тому f 2n є кiльцевим Qn-вiдображенням
при Q=cn (див., напр., [1, теореми 8.1, 8.6]). Бiльше того, f
2
n є квазiконформним у кiль-
цi {1 > |z| > 1− 2−n} (див., напр., [4, теорема 34.6]).
За теоремою про усувнiсть аналiтичних дуг (див., напр., [10, теорема I.8.3]) вiдобра-
ження fn також є cn-квазiконформним. Отже, fn є кiльцевим Qn-вiдображенням при
Qn = cn (див., напр., [1, теореми 8.1, 8.6]).
Зауважимо, що fn(0) = 0, n = 1, 2, . . . , причому fn вiдображають одиничний круг
D = {z ∈ C : |z| < 1} на себе при кожному n ∈ N. В той самий час, fn збiга-
ються локально рiвномiрно до гомеоморфiзму f(z) = z/2, що переводить D на круг
B(0, 1/2) = {z : |z| < 1/2} вдвiчi меншого радiуса (!). Ми пiдкреслюємо тут, що локаль-
но рiвномiрна збiжнiсть автоморфiзмiв fn одиничного круга не гарантує, що граничне
вiдображення також буде автоморфiзмом D (важливо, що це не так, навiть коли гра-
ничне вiдображення f є гомеоморфiзмом). Можна довести, що побудована послiдовнiсть
вiдображень fn не є рiвномiрно збiжною до f в одиничному крузi. Тобто, їхня збiжнiсть
є локально рiвномiрною, але не рiвномiрною.
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Зауважимо, що елементи послiдовностi fn не мають спiльної мажоранти Q у нерiв-
ностi (2), D := D, такої, яка б задовольняла принаймнi одну з можливих умов FMO,
(5), (6) чи (7). Для того, щоб переконатися в останньому, припустимо протилежне. Тодi,
очевидно, fn ∈ FQ,0,n,δ(D) при кожному n = 1, 2, . . . , де δ = min{h(0, ∂D), h(C \ D)}. За-
уважимо також, що область D є рiвномiрною згiдно теореми Няккi, як плоска область,
що є локально зв’язною на своїй межi i має одну межову компоненту (див. [11, теоре-
ма 6.2 i наслiдок 6.8]). Тодi за теоремою 1, або лемою 1, вiдповiдно, сiм’я вiдображень fn,
n = 1, 2, . . . , є одностайно неперервною в ∂D. Оскiльки хордальна i евклiдова метрики є
еквiвалентними на компактах в Rn, ми можемо розумiти цю одностайну неперервнiсть
у звичайному, евклiдовому сенсi.
З iншого боку, зафiксуємо, наприклад, точку z0 := 1 ∈ ∂D. Маємо: fn(1) = 1. Розг-
лянемо послiдовнiсть zk = 1−1/k, k = 1, 2, . . . . Оскiльки послiдовнiсть fn(z) збiгається
локально рiвномiрно до вiдображення f(z) = z/2, для кожного фiксованого k = 1, 2, . . .
знайдеться номер nk ∈ N такий, що
|fnk(zk)− zk/2| < 1/k , k = 1, 2, . . . .
Можна вважати, що послiдовнiсть номерiв nk є зростаючою, тобто, n1 < n2 < n3 < . . . .
Тодi з останньої нерiвностi, за нерiвнiстю трикутника, маємо, що
|fnk(zk)− 1| > |zk/2− 1| − |fnk(zk)− zk/2| > 1/2− 1/k > 1/4
для всiх k > 4. Остання нерiвнiсть суперечить одностайнiй неперервностi сiм’ї вiдобра-
жень fn в точцi 1. Отримана суперечнiсть спростовує припущення про те, що fn мають
спiльну мажоранту Q у нерiвностi (2), D := D, яка задовольняє принаймнi одну з умов
FMO, (5), (6), або (7).
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